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Teil 12: Beweise: Zusammenfassung

Wir haben nun die in der Informatik iiblichen Beweistechniken kennengelernt:

e Direkter Beweis
* Widerspruchsbeweis
¢ Vollstandige Induktion

¢ Beweis per Kontraposition

Haufig bedarf es einer Kombination verschiedener Beweistechniken. Als abschlieflendes
Beispiel beweisen wir folgenden Satz, den wir zuvor bereits verwendet und in Teilen be-
wiesen haben.

Theorem 1. Fiir allen € N gilt: n ist genau dann nicht gerade, wenn n ungerade ist.

Die Struktur dieser Genau-Dann-Wenn-Aussage ist: ¥n € N: n gerade < n ungerade. Wir
zerlegen den Beweis daher in zwei Teile:

¢ Hin-Richtung: ¥n € N: n gerade — n ungerade.

Widerspruchsbeweis. Sein eine beliebige natiirliche Zahl.

Aussage Begriindung

n gerade /\ n ungerade (Widerspruchsannahme)
= dmeN:n=2mAdmeN:n=2m—1 (Definition ,,(un)gerade”)
- dJmeNn=2mViImeN:n=2m-—1 (De Morgansches Gesetz)
— dmeNn=2mVn=2m-—1 (Vereinfachen)
— F (Theorem 2)

An dieser Stelle erhalten wir einen Widerspruch zu einer Aussage, die wir bereits zu-
vor mit vollstindiger Induktion bewiesen haben:

Theorem 2. Esgilt: Vn e N:dm e N:n=2mVn=2m—1. ]
¢ Riick-Richtung: ¥n € N: n ungerade — n gerade

Widerspruchsbeweis. Sein eine beliebige natiirliche Zahl.

Aussage Begriindung
n gerade /A n ungerade (Widerspruchsannahme)
= dmeN:n=2mAdkeN:n=2k—1 (Definition ,,(un)gerade”)
— dm,keN:2m =2k —1 (Vereinfachen)
— dmykeN:m=k—1/2 (Division durch 2 erhilt Gleichheit)
- F



Hier erhalten wir einen Widerspruch, da die Differenz zweier natiirlicher Zahlen nie-
mals eine gebrochene Zahl ist (das hatten wir anfangs als Axiom festgehalten). O



