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Teil 1: Summen

1 Einfiihrung und Notation

Summen bestehen aus einer Folge von Summanden. Bei langen Summen mit vielen Summan-
den wird es unhandlich bis unmoglich, diese alle explizit aufzuschreiben. Solche Summen
iiber endliche (oder unendliche) Zahlenfolgen sind aber ein elementares Konzept in vielen
Bereichen der Informatik. Hier lernen wir deshalb eine Kurznotation kennen, mit der auch
sehr lange oder sogar unendliche Summen kompakt ausgedriickt werden konnen.

Beispiel 1: Die folgende Summe in expliziter Form hat 5 Summanden (und den Wert 150).

10420+ 30 +40+ 50 = 150

Im Beispiel hat der erste Summand den Wert 10, der zweite den Wert 20 und so weiter.

* Der Summand, der zur Laufvariable k gehort, wird mit ay bezeichnet.

Im Beispiel kann man als Laufvariable k = 1,...,5 verwenden.
¢ Die Summanden haben dann die Form a, = 10k.

In kompakter, impliziter Form wird eine Summe {tiber folgende Notation beschrieben:

n
Zak:am+am+1+...+an.

k=m

Bedeutung

¢ Laufvariable k: durchlduft alle ganzen Zahlen vom Startwert bis zum Endwert einmal.
e Startwert m € Z: kleinster Wert fiir die Laufvariable k.
e Endwert n € Z: grofiter Wert fiir die Laufvariable k.

e Summand ay: Summanden in Abhédngigkeit der Laufvariable k.

Die Summe aus Beispiel 1 in Summennotation:

5
> 10k =10+ 20 + 30 + 40 + 50 = 150.
k=1
Hier ist der Startwert m = 1, der Endwert n = 5. Die Summanden haben die Form ay, = 10k.

Typischerweise lassen sich die Summanden in Abhéngigkeit einer Laufvariable k beschreiben.



Aufgabe 1: Wie viele Summanden hat eine Summe mit Startwert m und Endwert n?

Bemerkung: Die Form der Summe ist nicht eindeutig. Wir konnen die Summe aus Beispiel 1
unter Verwendung anderer Start- und Endwerte beispielsweise auch schreiben als:

6
> (10k—10) = (20 — 10) + (30 — 10) + (40 — 10) + (50 — 10) + (60 — 10) = 150.
k=2

Hier ist m = 2 und n = 6. Die Summanden haben die Form a; = 10k — 10.

Aufgabe 2: Schreiben Sie folgende Summen in expliziter Form und werten Sie diese aus!
(@) Yy k?
(b) T (2k—1)
(© Zio(=1)!
(d) Xy li—14)

Aufgabe 3: Schreiben Sie unter Verwendung von Summenzeichen!
(@ 3+6+9+12+15
b) 3—-6—-9-12-15
(0 2+2+2+2+2
(d) 5+12+19 + 26 + 33 + 40 + 47 + 54 + 61
(e) Die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen

() 1—2+3—-4+5—-6+7—38

2 Rechenregeln

Summen konnen durch Anwendung von Rechenregeln ohne grofien Rechenaufwand aus-
gewertet werden. Im Folgenden bezeichnen m,n € N natiirliche Start- und Endwerte sowie
ay, by, ¢ € R reellwertige Summanden in Abhdngigkeit von einer Laufvariable k € Z.



21 Abspalten und Einziehen von Summanden

Wir konnen eine Summe in zwei (oder mehr) Summen aufspalten. Dazu wéahlen wir eine
beliebige ganze Zahl i als neuen Endwert (und i + 1 als neuen Startwert). Es gilt:

Zak_ZakJr Z ay.

k=i+1

Beispiel 2: Hieristm=1,n=9, ax = k?undi=4.

9 4 9
SesY ey e
k=1 k=1 k=5
Warum gilt die Regel?
n
Z ax=am+...+a+ a1 +...+an (Ausschreiben)
= (am +...4+a)+ (a1 +...+an) (Setzen von Klammern)
= Z ax + Z ag. (Zusammenfassen)

k=i+1

Von besonderer Bedeutung ist das Abspalten des ersten (oder letzten) Summanden:

n n n—1
Zak:am—i— Z ag und Zak:Zak—i—an.
k=m k=m

Hinweis: Selbstverstandlich gilt die Regel in beide Richtungen. Das heif3t:

Zak+ Z ak—Zak

k=i+1

Aufgabe 4: Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
@ (Ziak) + (Ziek)
0 (L)« (729)
© (Z%) - (2 %)



2.2 Assoziativgesetz

Fiir beliebige Summanden der Form ay + by gilt:

(—\‘I\/I:
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_I_
xo‘-l
I
i
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Beispiel 3: Hier: ay = k und by = 2.

k=1
Warum gilt Assoziativitat?
n
Z ax +by) = (am +bm) + (ame1 + bmat) +...+ (an + bn) (Ausschreiben der Summe)
k=
=am+bn+ami1 +bpar+...+a+ by (Weglassen von Klammern)

=admnt+an1+...+an+bn+bpr+...+by (Umordnen der Summanden)
=(am+amy1+...+an) + (b +bmer +...+bn) (Neue Klammern)

n n
= Z ay + Z by.
k=m k=m
Achtung: Im Allgemeinen ist jedoch:

Leowr () (5%)

Aufgabe 5: Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
(@) Yy q10k+ 3342
(b) (Zi:] (2— k)) + (Zi:] k) - (Zi:] 2)

© Yl (4k24+1) =Y 11 (3K —2k)

Aufgabe 6: Sind folgende Umformungen korrekt?
(a) Yoy 3k = (X7, 3K) +33
(0) T4y 3k = (Z4%3) - (Zi k)
© SLw) = (£12,34) + (£12,9)



2.3 Distributivgesetz

Sei ¢ € R eine beliebige Konstante. Achtung: Die Konstante ¢ darf nicht von k abhéngen!

Beispiel 4: Hier ist ay = k und ¢ = 2. Da der Faktor 2 nicht von k abhédngt, konnen wir
diesen aus der Summe ausklammern.

10 10
Z 2k=2- Z k.
k=1 k=1

Warum gilt das Gesetz?
n
Zc-ak:c-am+c-am+1~|—...+c-an (Ausschreiben)
k=m
=c-(am+ame1+...+an) (Ausklammern von c)
n
=c- Z ag (Zusammenfassen).
k=m

2.4 Summen von Konstanten
Ein wichtiger Spezialfall sind Summen von Konstanten:

n

Zc:c-(n—m+1)

k=m
Warum gilt das Gesetz?
n n
Z c=c- Z 1 (Distributivgesetz)
k=m k=m
=c-(1+1+...41) (Ausschreiben)

n—m+1 Summanden

=c-m—m+1) (Vereinfachen)

Beispiel 5:



Aufgabe 7: Werten Sie folgende Summen aus!
0
(@ ¢ X2
(b) 2% (41 +3i2 —20)+ Y 2 (3i— 412+ 10) — 2%, (30 + 7i — i2)

(Q) 10,(13 —312+20) — 310 (=312 + 13+ 18)

2.5 Indexverschiebung

Fiir beliebige r € Z gilt:

n T

Qx = E Ak4r
m

k= k=m—r

Wir konnen die Summanden der Form a, durch ay . ersetzen, indem wir alle Vorkommen
der Laufvariable k durch (k + ) ersetzen.

Beispiel 6: Es sei ay =4k — 2. Fiir r = 1 erhalten wir

Ax+1 :4(k+1)*2
— 4k +4-2
— 4k + 2.

Aufgabe 8: Es sei ay = 4k — 2. Bestimmen Sie ay, fiir die Werte r = —2, —1, 0 und 2.

Beispiel 7: Hier ist ay = 10k, das heifst axr =10 (k + 1) = 10k + 10r.

25 5
Z 10k = Z(]Ok +200) (Indexverschiebung: r = 20)
k=21 k=1
5 5
= 10k+ > 200 (Assoziativitit)
k=1 k=1
5
= 10k 4+ 200 -5 (Summen von Konstanten)
k=1
5
=10) k+200-5 (Distributivitit)
k=1
=10-(1+24+3+4+5)+200-5 (Explizite Form)
=10-154200-5 (Vereinfachen)
=150+ 1000 (Vereinfachen)
= 1150 (Vereinfachen)



Warum gilt die Regel?

Z Ay = Qm + Qg1 + ...+ an (Ausschreiben)
= Qmp(r—1) T Qmplq(r—r) T oo T Qny(rr) (r—r=0)
= Q(m_r)+r T Qmert1)4r T+ T Qner)4r (Summanden umordnen)
n—r
= Qi pr- (Zusammenfassen)
k=m—r

Aufgabe 9: Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
(a) Zk—]l 10)
(b) Yok —6)* = Y[ (k+2)?
© Y (k42 =32, Kk
() T+ X o
(€ Yy k- (k—2)>— Y5k +2K%)

3 Besonderheiten
Folgende Besonderheiten im Umgang mit Summen sollte man kennen.

3.1 Leere Summe

Fiir m > n definiert man:

n
Zak:O

Beispiel 8:

3.2 Teleskop-Summe

In einer Teleskop-Summe haben die Summanden die Form ay = by —by;. Die Summanden
sind daher Differenzen zweier Ausdriicke by und by 1, die beide von k abhéngen. Dann gilt:

n n
D a=) (bk—biy1) =bm—bnp.
k=m

k=m



Beispiel 9: Im folgenden Beispiel ist ay = k2 —(k+ 1), d. h. b = k2

9
Y (K= (k+1)%)=32—(9+1)>=9-100=—91.
k=3

Aufgabe 10: Leiten Sie die Regel

n

D (b —biy1) =bm —bnyy

k=m

zur Auswertung von Teleskop-Summen aus den anderen Rechenregeln her!

3.3 Gaufsche Summenformel

Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen taucht in vielen Anwendungen auf. Es gilt:

ik n—H) I =5

2
k=1

Beispiel 10:
5 5
> 10k=10) k (Distributivitit)
k=1 k=1
2
=10- > ;5 (Gauf$sche Summenformel)
=10-15 (Vereinfachen)
= 150.

Fiir Fortgeschrittene: Warum gilt die Regel? Wir starten mit

(Umkehren der Summationsreihenfolge)

(Uberfiithren in Summenform)

(Assoziativitatsgesetz)

(Summen von Konstanten)



Zusammenfassend haben wir bisher folgenden Zusammenhang nachgewiesen:

n n
Zk:n2+n—Zk.
k=1 k=1

Addieren wir den Term ) |, k auf beiden Seiten der Gleichung, erhalten wir

n n n n
Y k+) k=nl+n-) k+) k,
k=1 k=1 k=1 k=1

=0

was wir vereinfachen konnen zu
n
2- Z k=n?+n.
k=1

Teilen wir schliefslich beide Seiten der Gleichung durch 2, erhalten wir das Ergebnis:

En P
2
k=1

Aufgabe 11: Werten Sie (durch Anwendung der Rechenregeln) folgende Summen aus!
(a) ¥ 2k
(b) Y2k
(© Zilio3k—2)

Aufgabe 12: * Partialsummen geometrischer Reihen.

Seien ¢ und x # 1 beliebige reelle Zahlen. Zeigen Sie durch Anwendung der Rechenregeln
fiir Summen, dass folgender Zusammenhang fiir alle nattirlichen Zahlen n gilt:

n

. c— CXn—H
E CX = ]7
—X
k=0

4 Doppelsummen

Manchmal sind Summanden von zwei (oder mehr) Laufvariablen abhingig, z.B. aj; =i+ .

i=m j=l i=m

iimj = i (jrl au‘)



In der inneren Summe wird der Wert der dufleren Laufvariable 1 als konstant erachtet.

noor
Zzaij = (aml+ -+amr)+(a(m+1)l+---+a(m+1)r)+---+(anl+---+anr)-

i=m j=1

i=m i=m+1 i=n

Beispiel 11: Hierist aj; =1+ .

3 4
A+ =(1+2)+(1+3)+(1+4)+(2+3)+(2+4) +(3+4) =30
;];1 i=1 i=2 1,3—/

Die duflere Summe hat 3 Summanden der Form a; = Z;‘:i +1(i+j). Jeder Summand ist selbst
eine Summe mit Startwert | =1+ 1, Endwert r = 4 und Summanden der Form aj; =i+ .

Rechenregeln

Fiir Doppelsummen gelten im Wesentlichen dieselben Rechenregeln wie fiir gewohnliche
Summen. Zusétzlich kann man héufig die Reihenfolge der Summation vertauschen.

4.1 Distributivgesetz

Konstanten kann man aus der Doppelsumme herausziehen.

n T n T
> Y eay=c Y ay

i=m j=1 i=m j=1

4.2 Assoziativgesetz

Summen und Differenzen kann man aufteilen:

D 2 (ay+by) =3 D ay+) ) by

i=m j=1 i=m j=1 i=m j=1

4.3 Anderung der Summationsreihenfolge

Bei endlichen Summen darf man die Reihenfolge der Summen &ndern:

i=m j=1 j=1 i=m

10



Warum gilt die Regel?

nor
ZZGU = (am + .+amr)—k(a(mﬂ)l—l—...—i—a(mﬂ)r)+...—|—(an1+...+am)

i=m j=1

i=m i=m+1 i=n

= (am +ament..o+ anl) +...+ (amr + Ay oo am)

j=1 j=r
T n
-3 3 a
j=l i=m
Anmerkung: Bei unendlichen Doppelsummen ist das Vertauschen nicht automatisch er-

laubt. (Absolute Konvergenz ist eine wichtige hinreichende Bedingung.)

4.4 Vertauschen von Summen mit abhidngigen Laufvariablen
Haufig wird die innere Laufvariable durch die duflere beschrankt, z.B.

R

i=1 j=1

In solchen Fillen kann man die Reihenfolge der Summen auch vertauschen, muss aber die
Grenzen neu bestimmen. Die urspriinglichen Indexpaare erfiillen

1<j<i<n.
Dabher gilt:
i

Ya=Y 3 ay

i=1 j=1 =1 i5j

Das ist die wohl wichtigste Rechenregel bei Doppelsummen.

Aufgabe 13: Vertauschen Sie beide Summen. Bestimmen Sie die passenden Grenzen.
n n ?2 7
Y3 w-Y 3w
i=1 j=i+1 j=? i=?

4.5 Zerlegen von Produkten
Lasst sich der Summand als Produkt eines reinen i- und eines reinen j-Terms schreiben
aij = XiYi,

dann gilt

11



i=m j=1 =

Beispiel 12:

i=1

j=1

4
>3o-(9) (Zj) = 2GR 0=

i=1 j=1

Aufgabe 14: Leiten Sie die Rechenregel aus den Rechenregeln fiir einfache Summen ab.

4.6 Summand hingt nur von einem Index ab
Hangt der Summand nur von i, aber nicht von j ab (oder umgekehrt), gilt:

n n

ZZai:(r—l—i-l)Zai

i=m j=l i=m
T

Zij :(Tlfer”ij

i=m j=1 j=1

Aufgabe 15: Leiten Sie aus den bekannten Rechenregel ab:

DD A+ =0-1+1)) i+(n-—m+1D j.
i=m j=1 i=m j=1

Aufgabe 16: Werten Sie folgende Doppelsumme unter Ausnutzung der passenden Rechen-
regeln aus:

(i—9j)

7
= 1

8

i=1j

Aufgabe 17: Vereinfachen Sie folgende Summen!
(a) Zgin Z?:1 )
(b) ¥ X5l —j)?

12
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