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Teil 3: Algorithmen

Ein Kernkonzept zur Losung komplexer mathematischer Probleme sind Algorithmen.

1 Algorithmen

Definition 1 (Algorithmus). Ein Algorithmus ist eine Berechnungsvorschrift zur Losung eines
Problems. Er setzt sich zusammen aus einer Folge von endlich vielen, wohldefinierten Einzelschritten.
Anmerkungen
¢ Algorithmen konnen in vielfaltiger Weise dargestellt werden.
— Pseudocodes, Java-Codes, Programmablaufplédne, Sprache ...
¢ Wir verwenden hier eine einfach zu verstehende, textuelle Darstellung.

Wir schauen uns zunéchst ein einfaches Beispiel an:
Beispiel 1: Der folgende Algorithmus berechnet die Fakultdt n! einer natiirlichen Zahl n.

Algorithmus FAK. Eingabe: Natiirliche Zahl n.
1. Setzek =1

. Setzei =2

. Solange i < n gilt, mache
Ersetze k durch k - 1

Ersetze i durch i+ 1

o Ul ok W N

. Gib k als Ergebnis zuriick

Erkldrung:
¢ Ein Algorithmus besitzt eine festgelegte Eingabe (hier n).
¢ Ein Algorithmus besteht aus einer Abfolge von Zeilen mit textuellen Anweisungen.

- Die Anweisungen definieren und verdndern Variablen (hier k,1 und n).

— Wahrend der Ausfithrung des Algorithmus verdndern sich die Werte der Vari-
ablen.

¢ Die Zeilen werden von oben nach unten ausgefiihrt.



— Schleifen andern die Ausfiihrungsreihenfolge (siehe Zeile 3). Dabei werden die
eingeriickten Zeilen wiederholt, solange die angegebene Bedingung erfiillt ist.

— Ist die Bedingung nicht erfiillt, werden die eingeriickten Zeilen einfach iiber-
sprungen.

¢ Ein Algorithmus terminiert (= endet) durch Riickgabe eines Ergebnisses.

Beispiel 1 (Fortsetzung): Ausfiihrung des Algorithmus

Wir spielen den Algorithmus fiir die Eingabe n = 3 durch und halten bei jedem Uberpriifen
der Schleifenabbruchbedingung i < n in Zeile 3 die Werte der Variablen k und i fest:

k|1l 2 6

i]2 3 4

Sobald i den Wert 4 annimmt, bricht die Schleife ab und der Algorithmus gibt k = 6 als
Ergebnis zurtick.

Anmerkungen:
¢ Offenbar berechnet der Algorithmus das korrekte Ergebnis fiir n = 3.

¢ Der Algorithmus ist nicht nur fiir eine bestimmte Eingabe (wie n = 3) konstruiert, son-
dern funktioniert fiir beliebige (= alle moglichen) Eingaben n € N. Das ist ein entschei-
dendes Merkmal von Algorithmen!

Aufgabe 1: Fiihren Sie den Algorithmus mit der Eingabe n = 0 und n =5 aus.

Aufgabe 2: Wire der Algorithmus korrekt, wenn wir i in Zeile 2 mit 1 initialisieren?
Beispiel 2: Der folgende Algorithmus priift, ob eine reelle Zahl x positiv ist.

Algorithmus POSITIVE. Eingabe: x € R.

1. Fallsn > 0, dann:

2. Gib Wahr als Ergebnis zurtick.
3. Sonst:
4. Gib Falsch als Ergebnis zurtick.



Aufbau von Algorithmen In unserer Darstellungsform setzen sich Algorithmen aus fol-
genden grundlegenden Elementen zusammen:

¢ Einfiihren von Variablen (z.B. Setze i = 2.)

¢ Arithmetische Operationen mit im Vorfeld eingefiihrten Variablen und Konstanten.
Erlaubt sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division. (z.B.1—1,1i-k).

e Uberschreiben von Variablen (z.B. Ersetze i durch i + 1.)

* Fallunterscheidungen: Falls Bedingung erfiillt tue dies, sonst tue das. Dabei werden
typischerweise Werte von Variablen getestet, zum Beispiel i < j, i =j,1 > j, 1 # j.
Bedingungen diirfen auch mit und und oder verkniipft und mit nicht negiert werden.

¢ Schleifen: Wiederhole den eingeriickten Inhalt, solange eine Bedingung erfiillt ist.
¢ Unterprogrammaufrufe (besprechen wir gleich).

* Riickgabe des Ergebnis (beendet den Algorithmus).

Aufgabe 3: Entwickeln Sie einen Algorithmus ABS zur Berechnung des Betrages [x| einer
reellen Zahl x.

Aufgabe 4:

(a) Entwickeln Sie einen Algorithmus POT zur Berechnung der Potenz a™ zweier Zahlen
acRundneNy. Tipp:a”=1-g-a-...aqa.
-

n Faktoren

(b) Berechnen Sie mit Ihrem Algorithmus die Potenzen 2%, 4% und 27!, Stellen Sie dabei
die Anderungen der Variablen nachvollziehbar dar. Was fallt Thnen auf?

2 Unterprogramme

Den oben formulierten Algorithmus FAK kénnen wir als Unterprogramm zur Berechnung der
Fakultdt in weiteren Algorithmen verwenden.

Beispiel 3: Der Binomialkoeffizient ist fiir alle 0 < k < n definiert als

ny n!
(k) k- (mn—K)!

und lasst sich mittels FAK leicht {iber den folgenden Algorithmus berechnen:

Algorithmus BINOM. Eingabe: n, k € Ny

1. Falls k > n, gib 0 als Ergebnis zuriick.



2. Setze x = FAK(n).
3. Setze y = FAK(k).
4. Setze z = FAK(n — k).

5. Gib x/(y - z) als Ergebnis zurtick.

Anmerkungen:

* Beim Betreten der Zeile 2 wird die Abarbeitung des Algorithmus BINOM unterbrochen
und der Algorithmus FAK wird ausgefiihrt. Liegt dessen Ergebnis vor, wird dieses in
die Variable x gespeichert und die Ausfithrung wird mit Zeile 3 fortgesetzt.

¢ Der Algorithmus BINOM kann wiederum als Unterprogramm in anderen Algorithmen
verwendet werden, in denen Binomialkoeffizienten eine Rolle spielen.

* Mit Unterprogrammen lassen sich beliebig komplexe Algorithmen aus einfachen Grund-
bausteinen zusammen setzen.

Aufgabe 5:

(a) Entwickeln Sie einen Algorithmus EULER zur Berechnung der Eulerschen Zahl e, in-
dem Sie folgende Summe auswerten:

Verwenden Sie den Algorithmus FAK als Unterprogramm.
(b) Welches Problem ergibt sich bei der Ausfithrung Ihres Algorithmus?

(c) Modifizieren Sie Ihren Algorithmus, sodass dieser die Auswertung der Summe stoppt,
sobald ein Summand kleiner als 0, 001 ist.

3 Algorithmen zur Teilbarkeit

Im Folgenden brauchen wir Algorithmen zur Teilbarkeit ganzer Zahlen.

Voriiberlegung:
¢ Im Allgemeinen lassen sich zwei ganze Zahlen a und b nicht restlos teilen.
— Beispiel: 14/4 = 3 Rest 2.
* Wir bezeichnen mit |a/b| das abgerundete Ergebnis der Division (hier 3).

* Wir bezeichnen mit a mod b den dazugehorigen Divisionsrest (hier 2).



e Fiir alle ganzen Zahlen a und b # 0 gilt:

a=amodb+b-|a/b] (1)

Beispiel 4: Fiir a = 14 und b = 4 erhalten wir:
e [14/4] =3
* 14mod4 =2
* 14=2+4-3=14mod4+4-[14/4]

Aufgabe 6: Entwickeln Sie einen Algorithmus D1V zur Berechnung des Ergebnisses | a/b |
der ganzzahligen Division. Wenden Sie Thren Algorithmus auf a =14 und b =4 an.

Hinweis: Zahlen Sie mit, wie hdufig b in a , hinein passt”.

Aufgabe 7: Entwickeln Sie einen Algorithmus namens MOD zur Berechnung des Divisions-
restes a mod b. Verwenden Sie Ihren Algorithmus D1V als Unterprogramm.

Definition 2. Der grofste gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen a und b ist die grifite
natiirliche Zahl d, durch die sowohl a als auch b restlos teilbar ist (d.h. amod d = b mod d = 0).

Aufgabe 8: Entwickeln Sie einen Algorithmus namens GGT zur Berechnung des grofsten
gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen a,b € N,. Verwenden Sie Ihren Algorith-
mus MOD als Unterprogramm.

Aufgabe 9: Entwickeln Sie einen Algorithmus SIN zur ndherungsweisen Berechnung der
Sinus-Funktion mittels der Taylor-Entwicklung

X3 x° x/ X9 X] 1

sinx =X— o+ = — 5 + 5

S Ts AT T T

Stoppen Sie die Auswertung sobald ein Summand betragsméfig kleiner als 0, 001 ist.

Hinweis: Verwenden Sie POT, FAK (und eventuell MOD) als Unterprogramme.



4 Rekursion

Eine Rekursion liegt vor, wenn ein Algorithmus sich selbst als Unterprogramm aufruft.

Beispiel 5: Wir konnen die Fakultit n! einer nattirlichen Zahl n € Ny auch rekursiv berech-
nen. Dazu nutzen wir folgenden Zusammenhang aus:

n'—{]’ fallsn=0odern =1,

n-(n—1), sonst.
Algorithmus REKFAK. Eingabe: n € Nj.

1. Fallsn =0 odern =1, dann:

2. Gib 1 als Ergebnis zurtick.

3. Sonst:

4, Setze k = REKFAK(n —1).

5. Gib n - k als Ergebnis zurtick.

Wenn wir den Algorithmus mit der Eingabe n = 3 ausfiihren, erhalten wir folgenden Ablauf:
¢ In Zeile 1 stellt der Algorithmus 3 # 0 und 3 # 1 fest und springt zu Zeile 4.

¢ In Zeile 4 ruft der Algorithmus das Unterprogramm REKFAK mit der Eingaben—1 =2
auf. Die Ausfiihrung des Algorithmus stoppt nun an dieser Stelle, bis das Ergebnis des
Unterprogramms REKFAK(2) vorliegt.
— In Zeile 1 stellt der Algorithmus 2 # 0 und 2 # 1 fest.

— In Zeile 4 ruft der Algorithmus das Unterprogramm REKFAK mit der Eingabe
n — 1 = 1 auf. Die Ausfiithrung des Algorithmus stoppt nun an dieser Stelle, bis
das Ergebnis des Unterprogramms REKFAK(1) vorliegt.

+ In Zeile 1 stellt der Algorithmus 1 = 1 fest und gibt in Zeile 2 1 als Ergebnis
an das tibergeordnete Unterprogramm REKFAK(2) zurtick.

— In Zeile 5 gibt der Algorithmus das Ergebnisn-k = 2-1 = 2 an das iibergeordnete
Unterprogramm REKFAK(3) zurtick.

¢ In Zeile 5 gibt der Algorithmus das Ergebnisn - k = 3 - 2 = 6 zurtick.

Berechnet wird also insgesamt:
3-3-1=3-2-2-1H=3-2-(11))=3-(2-(1))=3-2=6
Achtung: Hier wird also zuerst die innerste Klammer ausgewertet, was dem Rekursionsab-

bruch im ersten Fall entspricht. Danach kénnen mit diesem Ergebnis nach und nach auch
die dufieren Klammern ausgewertet werden.



Anmerkungen:

¢ Ein rekursiver Algorithmus benutzt in mindestens einer Anweisung sich selbst als Un-
terprogramm.

¢ Er kann sich selbst aber auch mehrfach und mit verschiedenen Eingaben als Unterpro-
gramm nutzen.

* Wichtig ist ein Rekursionsabbruch (hier mit n = 1), sonst endet der Algorithmus nicht.
Diesen haben wir iiber die Fallunterscheidung definiert.

¢ Inrekursiven Algorithmen ergibt sich eine Hierarchie verschiedener Instanzen (= Kopien)
des Algorithmus. Mit Einrtickung kénnen wir die verschiedenen Stufen der Rekursion
sichtbar machen. (Im Beispiel: Ebene 1: Punkte. Ebene 2: Striche. Ebene 3: Sternchen)

Aufgabe 10: Entwickeln Sie einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung der Potenz a™
zweier Zahlen a € R und n € Ny. Berechnen Sie damit 2*.

Aufgabe 11: Entwickeln Sie einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung des Binomi-

alkoeffizienten (}) zweier Zahlen n,k € Ny. Verwenden Sie dafiir folgenden Zusammen-

hang:
, falls k > n,

<n> =<1, falls k = 0 oder k =n,
(Tklj) + (n?)’ sonst.
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