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Teil 8: Direkter Beweis

Die am weitesten verbreitete Beweistechnik ist der direkte Beweis.

Voriiberlegung;:

* Wir erinnern uns an die Schlussregel Modus Ponens:
AN(A—B)=B

Diese konnen wir verwenden, um (Teil-) Ausdriicke der Form A A (A — B) durch B
zu ersetzen ohne den Wahrheitswert der Grundaussage zu verandern.

¢ Kennen wir zusétzlich die Subjunktionen B — C und C — D, dann kénnen wir die
Schlussregel wiederholt anwenden um D aus A und allen Subjunktionen abzuleiten:

ANA—=B)A(B—C)A(C—D)
=B

= BA(B—=C)AC—D)
C
=

= CA(C—D)
| S —
=D

= D

¢ Um diese recht langliche Notation in den folgenden Kapiteln ein wenig einzukiirzen,
interpretieren wir den Modus Ponens ab sofort als: Aus A folgt B aufgrund A — B.

¢ In dieser Interpretation konnen wir die oben gezeigte Folge von Ableitungen kompak-
ter als eine sogenannte Ableitungsskette darstellen, in der jede Zeile eine neue Anwen-
dung des Modus Ponens darstellt:

Aussage Begriindung

A
= B (Begriindung fiir A — B)
= C (Begriindung fiir B — C)
= D (Begriindung fiir C — D)

* Das Zeichen = ist in dieser Interpretation als Daraus folgt ... aufgrund ... zu verstehen.
¢ Ist die erste Aussage A einer Ableitungskette wahr, dann

— wird deren Wahrheit nach unten auf alle weiteren Aussagen tibertragen.



* Dabei muss in jedem Schritt entsprechend begriindet werden, weshalb die Ableitung
erlaubt ist. Typische Begriindungen sind

Definitionen und Axiomen,

bereits bewiesene Sitze,

Abschwéachung zu Existenzaussagen,

dquivalenten Umformungen,

nachvollziehbare Schlussfolgerungen.

1 Beweis einfacher Aussagen

Wir betrachten zundchst Beweise einfacher (= nicht zusammengesetzter) Aussagen.
Ziel: Wir wollen formal nachweisen, dass eine Aussage A wahr ist.

Beweisstruktur:
* Ausgangspunkt: Axiom (= beweislos als wahr akzeptierte Aussage) Ao

¢ Vorgehen: Ableiten einer Ableitungskette, an deren Ende A steht.

Aussage Begriindung

Ao (Axiom)
= A (Begriindung fiir Ay — Aq)
= Ay (Begriindung fiir A7 — Ay)
= A (Begriindung fiir A;;, — A)

¢ Sofern wir Ay als wahr annehmen, folgt damit unmittelbar, dass auch A wahr ist.

Beispiel 1: Wir beweisen die Aussage: 6 ist gerade.

Beweis.
Aussage Begriindung
6=3-2 (Axiom)
= dmeN:6=2-m (Abschwéachung, fiir m = 3 € N)
= 6ist gerade (wenn-Richtung der Definition , gerade” und Axiom: 6 € N)

Ul
Analysieren wir diesen Beweis:

¢ Im Laufe des Beweises verwenden wir verschiedene Axiome: 6 =3-2,3 ¢ N, 6 € N.



Wir beginnen mit einer als wahr angenommenen Aussage: 6 = 3 - 2.

Da 3 eine natiirliche Zahl ist, konnen wir diese zu einer Existenzaussage abschwéchen.

Wir wenden nun die wenn-Richtung der Definition ,,gerade” an.
vn € N: 3m € N: n = 2m — n gerade
Hier in dem Spezialfall n = 6, das heifst

dm € N: 6 =2m — 6 gerade

Jeder einzelne Schritt ist begriindet. Die Ableitungskette ist liickenlos.

Anmerkungen:

¢ Streng genommen haben wir nur folgende Subjunktion bewiesen:

(3eNA6eNA6=3-2)— 6gerade

* Unser Beweis hidngt also davon ab, dass diese Voraussetzungen erfiillt sind.

¢ Wir konnen keine Aussagen ,aus dem luftleeren Raum heraus” beweisen. Wir benoti-
gen stets einen Ausgangspunkt, auf dem wir den Beweis aufbauen. Das sind Axiome.

* Ein Grofiteil der Mathematik ist axiomatisch aufgebaut.

Aufgabe 1: Beweisen Sie mittels direktem Beweis:
(a) 12ist gerade.
(b) 3112
(c) 1<4

(d) 6istnicht prim.

2 Beweis von All-Aussagen

Ein Spezialfall liegt vor, wenn die zu beweisende Aussage eine All-Aussage ist.

Ziel: Beweis einer Aussage Yn € N: A(n).



Beweisstruktur:
* Wir betrachten eine beliebige (= irgendeine, uns unbekannte) nattirliche Zahl n.

— Diese dient im Folgenden stellvertretend fiir alle natiirlichen Zahlen.

— Alle Aussagen iiber n gelten somit fiir allgemein fiir alle natiirlichen Zahlen.
¢ Ausgangspunkt (Primisse): n € N.

¢ Vorgehen: Aufstellen einer Ableitungskette, an deren Ende A(n) steht:

Aussage Begriindung

neN (Pramisse)
= Aj(n) (Begriindung fiirn € N — A;(n))
= Ay(n) (Begriindung fiir Aj(n) — Az(n))
= A(n) (Begriindung fiir Ay (n) — A(n))

Beispiel 2: Wir beweisen die Aussage: Vn € N: 4n + 6 ist gerade.

Beweis. Sein eine beliebige natiirliche Zahl.

Aussage Begriindung
neN (Pramisse)
= 2n+3€eN (Ym,n,k e N: mn+k €N)
= 2-(2n+3)eN (Yvmy,n € N: mn € N)
= dmeN:2-2n+3)=2meN (Abschwéchung, fiir m = 2n + 3)
= 2-(2n+ 3) gerade (wenn-Richtung der Definition ,,gerade”)
= 4n + 6 gerade (Vmyn,k € N: m(n + k) = mn + mk)

O

Interessant ist die Anwendung der wenn-Richtung der Definition ,gerade”. Diese konnten
wir anwenden, weil wir zuvor gezeigt haben, dass

e 2. (2n + 3) eine natiirliche Zahl ist, und dass

e 2n 4+ 3 eine natiirliche Zahl ist.

Aufgabe 2: Beweisen Sie die folgenden Aussagen mittels direkter Beweise:
(@ YneN:1|n
(b) Fiir alle nattirlichen Zahlen a, b gilt: a | (ab).
(c) Fiir allen € N gilt: 6n + 5 ist ungerade.

(d) Fiirallen € N gilt: n? + 2n + 1 ist nicht prim.

4



3 Beweis von Implikationen

Der hédufigste Anwendungsfall direkter Beweise sind Aussagen wie Yn € N: A(n) — B(n).
Ziel: Nachweis der All-Aussage Vn € N: A(n) — B(n).

Beweisstruktur
* Wir betrachten eine beliebige natiirliche Zahl n.
* Ausgangspunkt (Primisse): A(n).

* Vorgehen: Aufstellen einer Ableitungskette, an deren Ende B(n) steht:

Aussage Begriindung

A(n) (Pramisse)
= Aj(n) (Begriindung fiir A(n) — Aj(n))
= Az(n) (Begriindung fiir Aj(n) — Az(n))
= B(n) (Begriindung fiir A (n) — B(n))

Beispiel 3: Wir beweisen folgenden Satz.
Satz 1. Fiir allen € N gilt: Wenn n durch 4 teilbar ist, dann ist n auch durch 2 teilbar.
Der Satz hat die Struktur Yn € N: A(n) — B(n).

e A(n):4n

e B(n):2|n

Beweis. Sein € N eine beliebige natiirliche Zahl.

Aussage Begriindung
41n (Pramisse)
= dJmeN:n=4m (genau-dann-Richtung der Definition ,teilbar”)
= dmeN:n=2-2m 4=2-2
= JdkeN:n=2k (Wenn m € N, dann k = 2m € N)
= 2in (wenn-Richtung der Definition ,teilbar”)

Beispiel 4: Wir beweisen folgenden Satz:
Satz 2. Fiir allen € N gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? ebenfalls gerade.

Der Satz hat die Struktur Yn € N: A(n) — A(n?).



* A(x): x ist gerade.

Beweis. Sein € N eine beliebige natiirliche Zahl.

Aussage Begriindung
n ist gerade (Pramisse)
= dmeN:n=2m (genau-dann-Richtung der Definition ,gerade”)
= JJmeN:n?=(2m)? (Beidseitiges Quadrieren erhélt Gleichheit)
= JmeN:n?=2.2m? (Potenzgesetze)
= JkeN:n?=2-k (Wenn m € N, dann k = 2m? € N)
= n’ist gerade. (wenn-Richtung der Definition , gerade”)

Aufgabe 3: Beweisen Sie folgende Aussagen mittels direkter Beweise:

(a) Fiir alle natiirlichen m, n gilt: Wenn n < m, dann n? < m?.

(b) Fiir alle m,n € N gilt: Wenn m gerade ist, dann ist m - n gerade.
(c) Die Summe zweier gerader natiirlicher Zahlen ist gerade.

(d) Furalle x,y,z € Ngiltt Wennx <y, dannx +z <y +z.

(e) Firallex,y,z € Ngilt: Ausx <yundy < zfolgt x < z.

(f) Ya,b,c e N: (a|b)A(blc)= (a]c)

(g) Va,b,c,x,y e N: (a|b)A(alc)= (al(xb+yc))

4 Beweis von Aquivalenzen

Ebenfalls sehr hdufig sind direkte Beweise fiir Aussagen der Form Yn € N: A(n) < B(n).
Ziel: Nachweis der All-Aussage Vn € N: A(n) « B(n).

Voriiberlegung:

e Wir haben zuvor gesehen, dass A < B logisch dquivalent ist zu (A — B) A\ (B — A).

Beweisstruktur
* Beweis der Hin-Richtung: ¥n € N: A(n) — B(n)
* Beweis der Riick-Richtung: Vn € N: B(n) — A(n)
* Beide Teile des Beweises konnen unabhingig voneinander bewiesen werden.

e Fiir die beiden Richtungen kénnen verschiedene Beweistechniken verwendet werden.



Beispiel 5: Wir beweisen folgenden Satz.
Satz 3. Fiir alle natiirlichen Zahlen m und n gilt: n < m genau dann, wenn m —n € N.

Der Satz hat die Struktur Ymyn e N:n<m&~ m—n € N.

¢ Hin-Richtung: Zu zeigenist: Ymync Nin<m —-m-n e N.

Beweis. Seien m,n beliebige natiirliche Zahlen. Es gilt

Aussage Begriindung
n<m (Pramisse)
= dkeN:m=k+n (Definition ,kleiner”)
= JdkeNm—n=k+n—mn (Beidseitige Subtr. von n erhilt Gleichheit)
= JdkeNim—-—n=k (Wx e R:x—x=0)
= m-—-mneN (Konkretisieren)
O
¢ Riick-Richtung: Zu zeigenist: Vmyn e Nom-—-neN=n<m.
Beweis. Seien m,n beliebige natiirliche Zahlen. Es gilt
Aussage Begriindung
m—meN (Pramisse)
= JdkeN:m—n=k (Abschwachung vorangegangener Aussage)
= JdkeN:m—-n+n=k+n (Beidseitige Addition. von n erhélt Gleichheit)
= dkeN:m=k+n (Vx e R:x—x=0)
= n<meN (Definition , kleiner”)
O

Hier haben wir einen Beweis, in dem die Hinrichtung eine Umkehrung der Riickrichtung ist,
und umgekehrt. Das liegt daran, dass jeder Schritt der Ableitungskette umkehrbar ist. (Es
handelt sich bei den Schritten der Ableitungskette nicht nur um Implikationen, sondern um
Aquivalenzen.) Wenn dies der Fall ist, konnen wir beide Richtungen des Beweises in einem
Schritt abhandeln:

Beweis. Seien m,n beliebige natiirliche Zahlen. Es gilt

Aussage Begriindung
n<m
& JdkeNm=k+n (Definition , kleiner”)
& dkeNtm—nm=k+n—n (Beidseitige Subtr. von n erhalt Gleichheit)
& dkeN:m—n=k ("x e R:x—x=0)
& m—meN (Umformulierung)
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