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Teil 9: Widerspruchsbeweis

Im letzten Abschnitt haben wir den direkten Beweis kennengelernt. Wir lernen nun eine
noch vielseitigere Beweistechnik kennen: den Widerspruchsbeweis.
Voriiberlegung;:

* Widerspruch = falsche Aussage (F). Beispiel:

— falsche mathematische Aussage: 1 =2 oder 2/3 € N,
— inkonsistente logische Aussage, z.B. A A A.

* Angenommen, wir konnten mittels einer Ableitungskette

Aussage Begriindung
A (Pramisse)
= B (Begriindung fiir A — B)
= C (Begriindung fiir B — C)
= D (Begriindung fiir C — D)
= F (Begriindung, warum D falsch ist)

aus einer Aussage A eine falsche Aussage F (= Widerspruch) ableiten.
¢ Dann muss A falsch sein. Warum?

— Es gilt die Schlussregel Modus Tollens: (A — B) A B = A.
— In Worten: Ist A — B ein giiltiger Schluss und B falsch, so ist A auch falsch.

— Die ,Falschheit” von F wird also von unten nach oben auf A iibertragen.
¢ Formal ist die Ableitungskette die wiederholte Anwendung des Modus Tollens:

(A=B)A(B—=C)A(C—=D)AD

|\
=C
= (A=B)A(B—=C)AC
——
=B
= (A—=B)AB
—_———
Ny
= A

* Meistens ist es jedoch gar nicht unser Ziel zu zeigen, dass A falsch ist. Wir wollen
typischerweise beweisen, dass A wahr ist. Nichts leichter als das! Wir miissen dazu
nur aus A einen Widerspruch ableiten!



1 Beweis einfacher Aussa

Ziel: Beweis einer Aussage A.

Beweisstruktur

gen

» Ausgangspunkt: Wir starten mit der Widerspruchsannahme A.

* Vorgehen: Ableiten einer Ableitungskette bis zu einer falschen Aussage:

Aussage
A

= Aq

= A

= Am

= F

Begriindung
(Widerspruchsannahme)
(Begriindung fiir A — A;)
(Begriindung fiir A1 — A3)

(Begriindung fiir A1 — Ap)
(Begriindung. warum A, falsch ist)

* Beim Erreichen eines Widerspruchs wissen wir: Die Aussage A war falsch.

¢ Die Negation A muss somit wahr sein. Da A dquivalent zu A ist, ist auch A wahr.

Beispiel 1: Wir beweisen: 5 ist nicht

Widerspruchsbeweis. Durch Negation
spruchsannahme: 5 ist gerade. Zum

gerade.

der zu beweisenden Aussage erhalten wir die Wider-
Zwecke eines Widerspruchsbeweises nehmen wir also

an, 5 wire eine gerade Zahl und leiten daraus eine falsche Aussage ab:

Aussage
5 ist gerade

= dmeN:5=2-m
= dmeN:5/2=m
= 5/2¢N

= F

Begriindung

(Widerspruchsannahme)

(Definition ,,gerade”)

(Beidseitiges Teilen durch 2 erhilt Gleichheit)
(Vereinfachen)

(MneN:n+1/2¢N)

Hier liegt offenbar ein Widerspruch vor, da keine natiirliche Zahl mit dem Wert 5/2 exi-
stiert. Da alle Zwischenschritte schliissig begriindet und offenbar korrekt sind, muss unsere
Widerspruchsannahme falsch sein. Deren Negation ist also wahr: 5 ist nicht gerade. O

Aufgabe 1: Beweisen Sie per Widerspruchsbeweis:
(a) 5istnicht durch 4 teilbar (4 1 5).

(b) 10 ist gerade.
(c)4>2
(d) 6istnicht prim.

(e) 5istprim.



2 Beweis von All-Aussagen

Ziel: Beweis einer Aussage der Form Vn € N: A(n).

Voriiberlegung;:
* Angenommen, die zu beweisende Aussage Vn € N: A(n) ist falsch.
e Dann muss die Negation In € N: A(n) der zu beweisenden Aussage wahr sein.
¢ Die Negation der zu beweisenden Aussage nennen wir Widerspruchsannahme.

¢ Konnen wir zeigen, dass aus der Widerspruchsannahme eine falsche Aussage folgt,

— muss die Widerspruchsannahme ebenfalls falsch sein,

— muss die urspriinglich zu beweisende Aussage wahr sein.

Beweisstruktur:

¢ Ausgangspunkt: Wir starten mit der Widerspruchsannahme: In € N: A(n).
* Vorgehen: Aufstellen einer Ableitungskette mit F am Ende:

Aussage Begriindung

dneN:A(n) (Widerspruchsannahme)

= Ay (Begriindung fiir 3In € N — Ay)

= Az (Begriindung fiir A1 — A3)

= An (Begriindung fiir Apy_1 — Ap)

= F (Begriindung, warum A,;, falsch ist)

Beispiel 2: Wir beweisen: Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: 2n + 1 ist nicht gerade.

Durch Negation des zu beweisenden Satzes erhalten wir die Widerspruchsannahme:

vn € N: 2n + 1 nicht gerade

& dn € N: 2n + 1 nicht gerade
& dn € N: 2n + 1 gerade .

Widerspruchsbeweis.

Aussage Begriindung
dn € N: 2n + 1 gerade (Widerspruchsannahme)
n,meN:2n+1=2m (Definition , gerade”)
InymeNn+1/2=m (Division durch 2 erhélt Gleichheit)
neN:n+1/2eN (
(

F

Vereinfachung)
neN:n+1/2¢N)

N



Aufgabe 2: Beweisen Sie folgende Aussagen per Widerspruchsbeweis:
(@) Vn € N: 4n + 6 ist gerade.
(b) Fiir keine natiirliche Zahl n gilt: n < n.

(c) Es gibt keine natiirlichen Zahlen m und n, sodass gilt:

1 1 1

m+n m n

(d) * Fiir alle natiirlichen Zahlen x,y € N gilt: x +y > 2,/xy.

3 Beweis von Implikationen
Ziel: Beweis einer Aussage der Form vn € N: A(n) — B(n).
Voriiberlegung;:

* Sei A — B eine Subjunktion.

¢ Wie die folgende Wahrheitswerttabelle zeigt, ist A — B dquivalent zu A A B

A|B|B|AAB|A=B
W | W] F F F
WI|F|W| W W
F|WI|F F F
F|F|W| F F

* Die Negation von A(n) — B(n) ist also dquivalent zu A(n) /A B(n).

Beweisstruktur

¢ Ausgangspunkt: Widerspruchsannahme (= Negation der zu beweisenden Aussage):
gangsp P & &

YneN: A(n) = B(n)
& IneN: A(n) = B(n)

& In e N: A(n) AB(n) Wichtig: Wir verwenden diese Form!

¢ Vorgehen: Aufstellen einer Ableitungskette mit F am Ende:

Aussage Begriindung
IneN: A(n) AB(n) (Widerspruchsannahme)
= Ay (Begriindung fiir ... — Aj)
= Az (Begriindung fiir A1 — Ay)
= An (Begriindung fiir Ayy_1 — Ap)
= F (Begriindung, warum A, falsch ist)

4



Beispiel 3: Fiir alle n € N gilt: Wenn n nicht gerade ist, dann ist n/2 keine nattirliche Zahl.

Struktur der zu beweisenden Aussage:

¥n € N: n nicht gerade = n/2 ¢ N
—_—— —

An) B(n)

Durch Negation der zu beweisenden Aussage erhalten wir die Widerspruchsannahme:

vn € N: nnicht gerade = n/2 ¢ N

& dn € N: n nicht gerade = n/2 ¢ N
& dn € N: n nicht gerade An/2 € N.

Widerspruchsbeweris.

Aussage Begriindung
dn € N: nnicht gerade An/2 e N
IneN:dmeN:n=2m AN n/2eN

(Widerspruchsannahme)

(
IneN:ImeN:n/2=m An/2eN (Beids. Division durch 2 erhilt Gleichheit)

(

(

Definition , gerade”)

neN:n/2¢N An/2eN
F

Vereinfachung)

AT}

Inkonsistente logische Aussage)

Hier liegt offenbar ein Widerspruch vor, da n/2 nicht gleichzeitig natiirlich und nicht nattir-
lich sein kann. O

Aufgabe 3: Beweisen Sie folgende Aussagen per Widerspruchsbeweis:

(a) Fiir alle natiirlichen n gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n 4 1 nicht gerade.
(b) Fiir alle n € N gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? ebenfalls gerade.

(c) Fiur alle natiirlichen Zahlen x und y gilt: Wenn x < y, danny > x.

(d) ¥,y eN: (x*+y=11AYy#7) = x#2

(e) Fiir alle natiirlichen n gilt: Wennn < m, dannistn —m ¢ N.
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